Losungen zum Themenheft Angewandte Mathematik
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1.3
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1 Lineare Optimierung

1.1 Mathematische Grundlagen

Im Themenheft ausgeftihri.

Im Themenheft ausgeftihri.

Im Themenheft ausgeftihri.
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1.13 Lose grafisch das Ungleichungssystem
a)
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1.14 Lose grafisch das Ungleichungssystem und gib die A
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1.2 Lineare Optimierung - einfache Ver-
sion

1.15 Im Themenheft ausgefiihri.
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f‘m,ﬂ..':: = f(6,‘-l) =24
117 f‘m,ﬂ..':: — f(38) =33
1'18 f‘m,ﬂ..':: = f(65,35) = 135
1'19 f‘m,ﬂ..':: - f(105) = 120
1.20 f‘m,'f'.'n. = f(2,5) = 64
1.21 fm'f'.'n. = f(62) =16
1.22 fm'f'.'n. — f(816) = 88
1.23 fm'f'.'n. = f(186) =78
1.24 f‘m,ﬂ..':: — f(]-26) =30
1.25 f‘m,ﬂ..':: = f(]-g,g) =44
1.26 a)
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b) f(x,y) = 2500z + 1250y soll maximal sein
C) f'm,ﬂ.::: = f(15,5) = 43750
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¢) f(z,y) = 30z + 20y + 10000
d) f‘m,ﬂ..':: = f(250,200) = ].]_ 500




1.3 Lineare Optimierung - die volle Ver-
sion

1.28 Im Themenheft ausgefiihrt.

1.29 x... Torten;y... Strudel

12¢ + 4y < 2400 Konditor
dx + 8y < 2400 Geselle

120 Torten und 240 Strudel

Gewinnfunktion: f(z,y) = 8z + 4y = k= —0,5
f?rm::: = f(]-20240) — 1920

x>0,y =0

1.30 &... Schranke; y... Regale
30z < 360 Maschine A
30y < 400 Maschine B
15z + 15y < 300 Maschine C
30x + 15y < 420 Maschine D
8 Schranke und 12 Regale

Gewinnfunktion: f(x,y) = 50z + 40y = k = —1,25
fmu:u =R f(S]-Q) = 800

x>0,y=0

1.31 x... Schisseln; ... Kriige

2.5z + 4y < 9600 formen
10z + by < 19200 brennen x>0,y >0
6 + Hy < 14400 lackieren

1200 Schiisseln und 1440 Kriige

Gewinnfunktion: f(z,y) = 120+ 8y = k = —1,5
.f‘mu::: = ,f(12001440) = 25920

1.32 ¢ ... Standard; y. .. Profi
x+y <100 Maschine A
x+ 3y <240 MaschineB z>0,y>0
2z +y < 180 Maschine C
30 Standard und 70 Profi

Gewinnfunktion: f(z,y) = 9z + 12y = k = —0,75
fm.u;;: = f(3070) =1150

1.33 z... Hauptspeise; y . .. Nachspeise

0,1z + 0,05y <= 50 Fett

0.2z + 0,45y <= 200 Eiwei3
0,25z + 0,4y >= 135 Kohlehydrate
x>0

y=0

357 g Hauptspeise und 286 g Nachspeise

Gewinnfunktion: f(z,y) = 0,5z +y = k= —0,5
fm.u;:: = f(357286) = 4,645

1.34 195 kg Speedkorn, 77 kg Turbokorn



2 Matrizen

2.1 Was sind Matrizen ?

2.1
Im Themenheft ausgefiihri.

Im Themenheft ausgefiihrt.

Im Themenheft ausgefahrt.

2.2 Rechnen mit Matrizen

24
Im Themenheft ausgefihrt.
25
Im Themenheft ausgefihrt.
2.6
Im Themenheft ausgeftihri.
27
Im Themenheft ausgefihrt.
28 1 1 5 -1
a) A+ B = 1 1 b) A+ B = 13 9
-3 17
13,5 -26,5
c)35-A—-15-B= 55,5 23,5
-6,5 435
29 -30
d)A-C= 1 e)B-C = -2
-39 38
1 -3
fiB=-2. 3 2
-1 4
29

Geogebra CAS: Eingabe einer Matrix in der Form
A:={{3,-5},{7,5},{-1,9}} oder Uber Tabellenkal-
kulationsansicht.

Fir die Grundrechnungsarten konnen die normalen
Operationszeichen verwendet werden.

Samtliche  zur  Verfigung  stehenden  Be-
fehle far Matrizen findet man unter
https://wiki.geogebra.org/de/Matrizen

2.10
Im Themenheft ausgeftihri.

211 1 1 1 1
A-B= 1 1 und B - A= 1 1

1 1 1 1

- Bei den beiden Matrizen handelt es sich um quadra-
tische Matrizen.

- Das Produkt der beiden Matrizen ist gleich (A ist in-
vers zu B und B ist invers zu A).

212
Im Themenheft ausgefuhrt.

2.13
Im Themenhef flhrt.
214 emenheft ausgefihrt

a) Da die Determinate der Matrix A det(A) = 0, liegt
hier eine singulare Matrix vor. Diese lasst sich nicht
invertieren.

b) B! = B, det(B) = 1
c) O~ =(C, det(C) = —1
2.15

a) det(A - B) = 102, det(A

).
a) det(A™) = £, ﬁ —1
2.16

Geogebra CAS:

Determinate [Matrix]

det(B) =6-17 = 102

Invertierte[Matrix]

217
Auf Grund des Kommutativgesetzes miissen die bei-

den Determinanten gleich sein:

[A| = det(A) = 2 z ‘:ﬂ.-rf—b-c:a-rf—c-b:
‘ o ‘:dret(AT)=|AT|

2.18
Die Transponierte einer regularen Matrix ist ebenfalls

regular, da ja die beiden Determinanten gleich sind
(siehe vorhergehende Aufgabe).

2.3 Gleichungssysteme und Matrizen

2.19
Im Themenheft ausgefihrt.
2.20
a)r=Ly=1
byg=24y=38
2.21

2.4 Geometrische Abbildungen

a)5.p=| 4 4 |=( 10 10
0 5 0 125



2.23

2.24

G s Dies entspricht genau einer zentrische Streckung aus
2 dem Zentrum Z(z,|z,) da der Vektor Z P um den Fak-
b e tor k gestreckt wird.
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341

3.2

3.3

34

35

3.6

3.7

3.8

3.9

3 Kryptographie

3.1 Substitutionsverfahren

Im Themenheft ausgeftihri.

Im Themenheft ausgefihrt.

Im Themenheft ausgefihrt.

3.2 Hill-Verfahren

Im Themenheft ausgeftihri.

GEHEIM

E ist mit 17,4% der hdufigste Buchstabe in Deutsch.
Daher kommt in einem ausreichend langen Text der
Sahai byichitabes | af

a) FHXTEFHXUK

b) FETTXQAFBO

Vigencre ist im Vergleich zum Caesar etwas schwerer
Zu knacken

3.10 Fir einen Geheimtext g erhalten wir den Klartext

durch:
Y9 =(G—b) A"

3.11 -
3.12 -
3.13 -

3.3 RSA-Verfahren

3.14 Im Themenheft ausgefiihrt.

3.15 Im Themenheft ausgefihrt.

3.16 Im Themenheft ausgefiihrt.

317 a) p(8) =4
b) p(13) =12

3.18 3)8b)9¢c)7d) 15

3.19 Im Themenheft ausgefiihrt.

3.20 Im Themenheft ausgefiihrt.

3.21 N =3h:e = h:d = 5; Geheimtext: 5

10

3.22 -

3.23 296

3.24 212

3.25 -

3.26 -

3.27 -

3.4 Elgamal-Verfahren

3.28 Im Themenheft ausgefiihrt.

3.29 Im Themenheft ausgefihrt.

3.30 -

3.31 -

3.32 -

3.33 -



41
4.2

4.3

4.4
4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

4.10
4.11
412

4.13
4.14

4.15

4 Graphentheorie

4.1 Leonhard Euler und die Briicken von
Konigsberg

_alle drei

Eulerweq, Eulerkreis, Eulerweg

z.B.: Kdnigsberg-Graph: Summe = 14

4.2 Von Zettelaustragern und chinesi-
schen Brieftragern

z.B.: Beim Brickenproblem soll jede Briicke ge-
nau einmal, beim Brieftrager- Problem hingegen jede
StraBe mind ; Lelincaiig I

a) z.B. Knotenfolge: 1, 2, 3,4,9,5,6,9,7,3, 1

b) z.B. Knotenfolge: 1, 8,7,6,7,8,1,2,3,9,3,4,9,
56,9,7,31

Gesamtlange: 40

Im Themenhetft ausgefihrt.
a) b)
A D

c
A | B,D,E 010 1 1
B | AC,E 1 01 0 1
C | B,D,E 010 1 1
D | AC,E 1 010 1
E | AB,C,D i 1 1 1 @8

11

4.3 Planare Graphen

4.16 -

4.17 nein, siehe 4.18!
4.18 -

44 Kiurzeste Wege

4.19 |Im Themenheft ausgefihrt.

4.20 -

4.21 Leoben (0) - Hieflau (48) - Landl (66) - Scheibbs (113)
- Ybbs (135) - Melk (155)

4.5 Das Problem des Handlungsreisen-
den

4.22 zB. Beim Konigsberger Briickenproblem kommt es
nicht auf die L&nge des Rundweges an, beim Problem
des Handlungsreisenden sehr wohl.

4.23 eine Rundtour mit 540 km:

Leoben-Ka-Mi-Gl-Vo-Ba-Vo-Tr-St.P-Me-Yb-Am-Yb-
Sch-Pu-Ma-Te-Ho-Te-Ma-1 a-Hie-l eoben

4.24 (a) 5! = 120
(b) 10'; 20!; 30!; ...



5.1

5.2

53

5.4

5.5

5.6
5.7

5.8
59

5 Spieltheorie

bereits durchgefiihrt
a) | BistfleiBig B ist faul
Aist fleiBig 3 4
Adist faul 1 2

b) Die Strategie ,faul sein” liefert fir Armin immer den
hoheren Nutzen, egal was Birgit macht.

Armin will vor allem eine gute Note. Sein Idealfall ist
nun, dass er und Birgit fleiBig arbeiten. Andererseits
mag er es Uberhaupt nicht, von Birgit ausgenutzt
zu werden. Es ist daher weiterhin die schlechteste
Variante, dass er flei3ig und Birgit faul ist. Umgekehrt
hat er nichts dagegen, auf Birgit's Kosten faul zu sein.
Das ist weiterhin die zweitbeste Moglichkeit.

Wenn Armin nicht riskieren mochte, von Birgit
ausgenutzt zu werden (namlich im Fall fleiBig—faul*),
dann solite er die Strategie faul' anwenden. In
diesem Fall riskiert er im schlimmsten Fall, dass die
zweitschlechteste Variante (der Fall faul-faul’) eintritt
und das ist flr ihn weniger schlimm.

Der schlimmste Fall ist, dass die USA angreift und
die UDSSR nicht nachgibt. Das wéare vermutlich ein
atomarer Schlagabtausch. Der Idealfall ware, dass
die USA militirische Mittel ergreift und in Kuba
einmarschiert und die UDSSR daraufhin nachgibt und
ihre Raketenstellungen aufgibt. Im zweitbesten Fall
passiert dies nach Verhandlungen.

Eine Auszahlungsmatrix fir die UDSSR:

UDSSR zieht UDSSR
Raketen ab ristet auf
USA verhandelt ‘ 3 4

USAgreiftan | 2 1

1962 konnte ein Atomkrieg gerade noch verhindert
werden, indem durch Gesprache ein Kompromiss
gefunden wurde und die UDSSR ihre Raketen wieder
abzog.

12

Daher werden beide gestehen und haben jeweils 4
Jahre Gefangnis vor sich. Wirden beide schweigen,
dann wiirden sie mit nur je 2 Jahren Haft davon
kommen

511

5.12 faul sein" ist eine dominante Strategie. Daher werden
Birgit und Armin faul sein (und eine eher schlechte
Note erhalten).

5.13a) zu Aufgabe 5.3: Falls Armin fleiBig ist, ist es fir
Birgit ideal, auch fleiBig zu sein. Ist jedoch Armin faul,
ist es fir Birgit besser, ebenfalls faul zu sein. ,FleiBig*
ist daher fur Birgit keine dominante Strategie. Analog
sieht man, dass es auch flir Armin keine dominante
Strategie gibt.
b) zu Aufgabe 5.4: Falls die USA verhandelt, ist es fiir
die UDSSR besser, weiter aufzurtisten. Wenn jedoch
die USA angreift, sollte die UDSSR ihre Raketen
abziehen. Die UDSSR hat daher keine dominante
Strategie. Auf dhnliche Art zeigt man, dass es auch
flir die USA keine dominante Strategie gibt.

5.14 Die UDSSR Uberlegen:

e Wenn wir sie Raketen abziehen, kann im
schlimmsten Fall die USA angreifen: Nutzen 2.

o Wenn wir weiter aufriisten, kann im schlimmsten
Fall die USA angreifen und es kommt zu einem
Atomkrieg: Nutzen 1.
Vorsichtshalber werden die UDSSR ihre Raketen
abziehen, um nicht einen Atomkrieg zu riskieren.

5.15 a) zu Beispiel 5.1: Beide sind faul, damit sie auf keinen
Fall vom anderen ausgenutzt werden.
b) zu Beispiel 5.3: Die Minimax-Methode liefert
dasselbe Ergebnis wie in Beispiel 5.1: beide sind
faul!

5.16 Wenn Albert schweigt, erhalt er maximal 5 Jahre
Haft, ansonsten maximal 4 Jahre. Daher wird Albert
gestehen. Genau dasselbe gilt fiir Bernhard.

5.17 Zeitschrift1 = Z1; Zeitschrift2 = Z2
| Z2: Preis 2€ Z2: Preis 3€

Z1: Preis 2€ | 50.000€ , 50.000€ 100.000€ , 0€
Z1: Preis 3€ 0€, 100.000€ 60.000€ , 60.000€

Die Strategie ,Preis 2€ “ ist fir beide Zeitschriften
dominant und wird daher gewahlt werden. Die

Das Chickenspiel: Fahrer 2 Fahrer 2
‘ weicht aus fahrt weiter
Fahrer 1 weichtaus | 3 2
Fahrer 1 fahrt weiter | 4 1

JAusweichen® ist wohl die bessere Strategie: sie
schlie3t aus, dass es zum Frontalzusammenstol3
kommt

bereits durchgefiihrt

bereits durchgefiihrt

5.10Beide wollen ihren personlichen Nutzen optimieren

und eine moglichst kurze Haftstrafe bekommen.

Maximin-Methode fihrt zu derselben Ldsung: Keiner
riskiert, mit einem Preis von 3€ nichts zu verkaufen
und keinen Gewinn zu machen

5.18 Einen Hirsch gemeinsam zu erlegen ist beiden Jagern
5-mal so viel wert als mit einem Hasen vorlieb nehmen
zu missen. Das Spiel hat 2 Nash-Gleichgewichte
.Hirsch-Hirsch* und ,Hase-Hase". ,Hase-Hase" ist
auch die Losung des Spiels nach der Maximin-
Methode. Es gibt keine dominante Strategie. Daher
werden sich die Jager auf die Hasenjagd begeben.

5.19Das eigene Hobby gemeinsam mit dem anderen ist



3-mal so viel wert wie umgekehrt beim Hobby des
anderen dabei zu sein. Absolut wertlos ist es, die Zeit
alleine zu verbringen.

Das Spiel hat 2 Nash-Gleichgewichte ,Kino-Kino"*
und ,FuBball-FuBball*. Es gibt keine Ldsung nach
der Maximin-Methode und auch keine dominante
Strategie. Der Kampf der Geschlechter hat daher
keine Ldsung.

5.20 Infblatt hat die dominante Strategie ,Preis gleich

5.21

5.22

5.23

5.24

lassen* und wird daher diese Strategie wahlen.
Newsblatt wei das und wahlt daher die fir sie
bessere Strategie: ,Preis gleich lassen”.

Nach der Maximin-Methode wahlen Infblatt und
Newsblatt ebenfalls die Strategie ,Preis gleich
lassen”, damit sie bestimmt keinen Verlust machen.
Dass beide den Preis beibehalten, ist auch das
einzige Nash-Gleichgewicht dieses Spiels. Alle
Methoden fiihren zu derselben Losung!

Jfaul sein* ist fur beide Spieler dominant und wird
daher gewahlt. Bei der Maximin-Methode auf jeden
Fall den schlechtesten Nutzen 1 verhindern. Dieser
kann auftreten, wenn man fleiBig ist. Daher flihrt auch
diese Methode zur Lésung faul sein‘. Dies auch
ein Nash-Gleichgewicht: Wiirde einer der beiden zur
Strategie ,fleiBig*® wechseln, wiirde er vom anderen
ausgenutzt und hatte nur mehr Nutzen 1. fleiBig-
fleiBig” ist leider kein Nash-Gleichgewicht, weil es sich
in diesem Fall lohnt, zur Strategie ,faul’ zu wechseln.

a) zu 5.3: Nash-Gleichgewichte sind ,fleiBig-fleiBig"
und faul-faul*. Die Minimax-Methode liefert als
Losung faul-faul®.

b) zu 5.4: Nash-Gleichgewichte sind ,angeifen-
Raketen abziehen' und ,verhandeln-aufriisten”. Die
Minimax-Methode liefert als Lésung ,verhandeln-
Raketen abziehen'. Diese Ldsung ist leider instabil,
weil fiir beide Spieler eine Anderung ihrer Strategie
vorteilhaft ist. Dass dies trotzdem nicht passiert, muss
durch spezielle Vereinbarungen abgesichert werden.

Schere gewinnt gegen Papier, Stein gewinnt gegen
Schere und Papier gewinnt gegen Stein. Das
Aufeinandertreffen zweier gleicher Strategien fihrt zu
einem Unentschieden.

In jeder Zeile (Spielerl) bzw. in jeder Spalte
(Spieler2) gibt es genau eine 1 flir Sieg, die markiert
wird. Dabei treffen niemals zwei 1-er bei einer
Strategiekombination zusammen (Das wére dann ein
Nash-Gleichgewicht).

Marie geht
eindasKino: = aprpie =3:g+0- (1 ¢q) =3¢
o auf den FuBballplatz: =
U Marie = 0 g+ 1 (1 Q) =1 q
graphisch:

13

w

TAussanlung Mare

Kino

154

|Fuitballplatz

1.5

o 1.15 15 2.75 1

Fir ¢ = 0,25 ist die Auszahlung von Marie (.,75.
Dieser Wert hangt nicht davon ab, was Dominik
macht

5.252. Fall: Falls Marie ihre gemischte Strategie einseitig

andert, ist p ist variabel (¢ = 0,25 bleibt unverdndert).
Wenn Marie in das Kino geht, ist ihr Nutzen 3¢ =
0,75. Geht sie auf den FuBballplatz, ist ihr Nutzen
ebenfalls 1 ¢ = 0,75. Unabhdngig davon, mit
welcher Wahrscheinlichkeit p Marie in das Kino
geht (oder mit welcher Wahrscheinlichkeit 1  p sie
auf den FuBballplatz geht), ist ihr mittlerer Nutzen
immer gleich 0,75. Sie kann daher ihren Nutzen
nicht verbessern, indem sie ihre gemischte Strategie
andert

5.26 Nash-Gleichgewicht: Dominik sollte mit 75%-iger

5.27

5.28

Wahrscheinlichkeit in das Kino gehen. Marie sollte mit
25%-iger Wahrscheinlichkeit in das Kino gehen.
Dominik hat den mittleren Nutzen3 - ¢+ 1-(1 ¢) =
2q + 1, wenn er in das Kino geht. Geht er in das
Konzert, hat er den Nutzen 2 - (1 ¢q) = 2 2q.
Im Nash-Gleichgewicht ist p = 3 und ¢ = 1 und
sein mittlerer Nutzen daher 3(2¢ +1) + 1(2 2¢) =
.15+ 1-1,5=15.

Ahnlich erhalt man, dass auch Maries mittlerer Nutzen
im Nash-Gleichgewicht gleich 1,5 ist.

Im Nash-Gleichgewicht sollten beide Jager mit 20%-
iger Wahrscheinlichkeit auf die Hirschjagd gehen,
mit 80%-iger Wahrscheinlichkeit auf Hasenjagd. lhr
mittlerer Nutzen ist jeweils 1.

Wenn Clemens auf die falsche Seite ausweicht,
hat er schlechte Chancen, den Punkt zu machen.
Spielt Alfred auf seine Vorhand, macht er mit 50%-
iger Wahrscheinlichkeit auch dann den Punkt, wenn
Clemens auf die richtige Seite geht.
Nash-Gleichgewicht: Alfred sollte in 5 von 7 Fallen
auf die Vorhand (nach links) spielen, also mit einer
Wahrscheinlichkeit von etwa 71%. Clemens sollte in
4 von 7 Fallen nach links ausweichen, also mit einer
Wahrscheinlichkeit von etwa 57%.

Im Nash-Gleichgewicht hat Alfred einen Nutzen von
4l ~ 0,586 zu erwarten. Er wird also in etwa 58,6%
der Falle, die im Nash-Gleichgewicht gespielt werden,
den Punkt machen. Demgemaf ist der mittlere Nutzen
von Clemens 2.




5.29

Im Nash-Gleichgewicht werden alle 3 Strategien mit
derselben Wahrscheinlichkeit von % gewahlt. Der
mittlere Nutzen der beiden Spieler betragt im Nash-

Gleichgewicht 0.
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6 Losungen Interpolation und
Splines

6.1 Interpolation

6.1 a)a=5b=2;c=1
bybg=4:by=1;=1

6.2 -

6.3 -

6.4 -

6.5 -

6.6 -

6.2 Splines

6.7 -

6.8
A B C D
010) (1]4) (7]5) (9]0)
13) (813)

Wk,
>
n

r 2 4 6 8
b) -
6.9 _-
6.10 -

6.3 Splines

6.11 -
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